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Légica de Primeira Ordem cég‘gigéf’“

O mundo é formado por objetos e
descrito por relacoes entre esses
objetos.

Objetivo Ultrapassar os limites expressivos da logica
proposicional.

Plano Aumentar a sintaxe com objetos, funcdes, relacdes,
variaveis e quantificadores.

Adaptar As regras e os modelos tém de ser revistos e
aumentados.

Usufruir Os novos conceitos e ferramentas permitem expandir
e sofisticar a abordagem aos problemas (noutro
capitulo).
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Sintaxe (introducdo) c', OF EVORA.

2, Lua, Légica e Computacdo, Aragorn, Ariadne
2 > 3, Primo(21) , Satélite(Lua, Terra) , Humano(Legolas)
Vx Ando(x) — 3y Elfo(y) A Amigo(x,y)
Vp Brisa(p) — 3y Adjacente(p,y) /\ Poco(y)
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Sintaxe (introducdo) c', OF EVORA.

Vx dJyy>x+mnVed <x

Termos S3o definidos por constantes, funcées e por
variaveis. ldentificam objetos.

Formulas S3o definidas por relacOes, conectivos e expressdes
com quantificadores. Descrevem factos.
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Termos "P g?\é/\sg:\ADADE

Definicdo (Termos)

Sejam V, €, F conjuntos de simbolos de variaveis, constantes e
funcdes. S3o termos:

Atomos Qualquer constante e qualquer variavel.

Funcées Se ty,...,t, forem termos e f, € F entdo
f(t1,...,tn) é um termo.

Um termo em que ndo ocorrem variaveis diz-se fechado. Caso
contrdrio diz-se aberto.

Em geral, a aridade faz parte da especificacdo de cada simbolo
funcional f € F e —a seguir— de cada r € R. Quando necessario
indica-se a aridade com um indice — f» é binaria, g7 é 7-éria, etc.
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Exemplos de Termos cB?‘¥53§LDADE

Atomos 2, Lua, Aragorn, Ariadne, x.
Funcdes 1+ 1, Satélite(Terra), sin(%) +e' a+x, f().
N3o sdo termos:

> 1+ % + % + .-+ é uma expressdo infinita.

» Par(2) é uma proposicdo (verdade/falso)

> x >y é uma proposicao.

P sin é um simbolo funcional mas a expressdo ndo esta
completa.
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Férmulas "D unyeRsOADE

Definicdo (Férmulas — com igualdade)

Sejam V, €, F como na definicdo de termos e R um conjunto de simbolos
de relacGes. S3o férmulas:

Igualdade Se a, b forem termos, a = b é uma férmula.

Conectivos Se p, q forem férmulas, =p,p A q,pV q,p — ( sdo
féormulas.

7

Relacdes Se ty,...,t, forem termos e 1, € R entdo r(ty, ..., t,) €
uma férmula.

Quantificadores Se x for uma variavel e p uma férmula, Vx p e Ix p sdo
férmulas.
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Sobre a Igualdade c', DEEVORA

» Um uso da igualdade é nas formacao de férmulas, por
exemplo, 2 +2 = 4.

» Outro uso é quando comparamos as expressoes «2 + 2» e
«4» que sdo, obviamente, diferentes.

» Para distinguir o primeiro caso do segundo, usamos a notacao
== (dois «=») para indicar a igualdade de expressdes.
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Exemplos de Férmulas \ A

lgualdade 2 =2, 2 =1, Lua = Satélite(Terra).
Conectivos Lua = Satélite(Terra) A\ Massa(Lua) < Massa(Terra).
Relacées Par(2) V x > 3.
Quantificadores (Vx Par(x)) —2<1.
N3o sdo formulas:
» 2 Lua, x, 04+ 1+2+4y porque sdo termos.

> = <, Par s3o simbolos relacionais mas as expressoes estdo
incompletas.

> Par(2) > 4 é um erro de sintaxe.
> Par(0) A Par(2) A\ Par(4) /\--- expressdo infinita.
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Fragilidade da Notacdo c', OE EvORA

Varidveis, Quantificadores, Termos, ...

» A definicdo de férmula (de primeira ordem) n&o é simples.

> As variaveis tém um papel especial e delicado.

» Intuitivamente, o papel de x em Ix 2 < x é simples de
entender. Assim como o dey em Jy 2 <y.

» Mas em casos mais complexos, como Jx z < x, podem haver
interferéncias entre z e x.

Para evitar efeitos indesejados dessas interferéncias sdo necessarias varias
definicBes e condices para identificar e conter esses efeitos.

Nas préximas paginas sdo definidas ocorréncias livres e ligadas; condicdes
e pardmetros; referéncias; substituicbes; variaveis condicionadas e termos
livres para substituicdes.
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Notacao — Funcoes e Relacoes

v UNIVERSIDADE
DE EVORA

Natural Formal | Tipo Resultado
2+3 Soma(2, 3) | funcio termo
n<3 Menor(n, 3) | relacdo férmula
ex Exp(x) | funcdo termo
sin(z) Sin(z) | funcdo termo
4 = 5% 4 = I\/Iult(5 Div(4, 5) ) relacdo formula
T#3 — (= 3) | relacdo férmula
2+3x4 Soma(2, Mult( 3 4)) | funcdo termo
(2+43) x I\/IuIt(Soma (2,3), ) funcdo termo
2+3V4+1

Sintaxe — Termos e Férmulas
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Ocorréncias Ligadas e Livres

Definicdo (Variavel Ligada)

M

UNIVERSIDADE
DE EVORA

Numa férmula Vx p ou Ix p qualquer ocorréncia de x em p diz-se
ligada. As ocorréncias nao ligadas dizem-se livres.

Exemplo (Ocorréncias Ligadas e Livres)

Férmula Ligadas Livres
x+3>y X, Y
Ix x > 2 X

xX=y X,y
Ixx=vy X y
Vxdyx=y X,y

y/2=el1VIywmxx>y X, Y y
(Wxx=y) >x<m X X,y

Sintaxe — Termos e Férmulas
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Analogia: Variaveis Ligadas e Somatérios cEE‘¥5§§LDADE

Um variavel ligada pode ser sintaticamente trocada por outra:
Vxx>2=Vyy>2

tal como

10 10
> 3i=) 3j
i=1 j=1
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Condicdes e Parametros c', OE EvORA

p(x)

Definicdo (Condicdo, Pardmetro)

Quando a variavel x ocorre livre na formula p diz-se que p é uma
condicdo em x ou que x é um pardmetro de p e escreve-se p(x).

N.B.
» A expressdo «p(x)» n3o é uma férmula — «p» é que é.
> p(x) mostra interesse nas ocorréncias livres de x em p.

» Quando x n3o ocorre livre em p entdo p(x) ndo tem nada de
interessante para mostrar.
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Exemplo: Condicdes e Parametros cEE‘¥5§§LDADE

Quando escrevemos e : d estamos a usar e como uma referéncia
para a férmula ou termo d. N3o confundir e : d com

e—=d,e=d, e+ doue==4d. Além disso, «e» ndo é uma
formula nem um termo — uma referéncia € uma conveniéncia de
notacao.
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SUbStitUi(;éO "D EE‘E'V%:‘ADADE

pix/t}

Definicdo (Substituicdo)

Sejam p uma férmula, x uma variavel e t um termo. Entdo a
substituicdo de x por t em p, escrita p{x/t}, é a férmula que se
obtém substituindo todas as ocorréncias livres de x em p por t.

N.B.
» Se x n3o ocorre livre em p entdo p{x/t} ==

> «p{x/th», como sequéncia de simbolos (que acaba em «}»)
nao é uma férmula — mas o resultado da substituicdo é.
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Exemplo: Substituicdo c', OE EvORA

> p:dyx>y
> p{x/z}: 3y z >y — «p{x/z}» ndo é uma férmula mas
«Jy z>y» é
> ply/w}: Iy x >y — porque y n3o é livre.
> p:o(x=y)

> p{x/y}:—(y =y) — cuidado!
> ply/wl:—(x =w).
> p:(Ixy>x)V(Vyy>x) = (Fzy >z>x)
> ply/vi:(Exv>x)V(VYy>x)— (Fzv>z>x).
> ply/vHEx/ul: (Ixv>x)V (VWyy>u) = (Fzv>z>u).
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Efeitos Indesejados nas Substituicoes cBE‘§5§§LDADE

» Intuitivamente, em p{x/t} a varidvel x representa o caso
geral e t um caso particular.
» Se p é «verdadeira para o caso geral x deve ainda ser
«verdadeira para o caso particularn t. Mas:
» Nos niimeros naturais, seja p(x) : 3y x <y, que é
«verdadeira em geraly (isto é, para qualquer ndmero natural
X).
> Mas p{x/y}: 3y y <y é «falsan: nenhum ndmero é menor
que ele préprio.
> As regras de deducdo ndo podem permitir v - £.
Para prevenir efeitos indesejados é preciso identificar
precisamente as potenciais fontes de problemas com a substituic3o.
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Varidveis Condicionadas e Termos Livres cBE‘¥5§§LDADE

Definicdo (Termo Fechado; Variavel Condicionada; Termo

Livre)

Seja p uma férmula e x uma variavel em p.
Termo Fechado Um termo onde n3o ocorrem variaveis é fechado.

Variavel Condicionada A variavel y condiciona x em p se ha uma
ocorréncia livre de x em p numa sub-férmula Yy q
ou dy q.

Termo Livre O termo t é livre para x em p se nenhuma variavel
de t condiciona x em p.

» A variavel y ndo condiciona x em p se nenhuma ocorréncia livre de x em
P é numa sub-férmula Yy q ou 3y q.
> O termo
t ndo é livre para x em p se t tem uma varidvel que afeta x em p, isto é, se:
Ha uma ocorréncia livre de x numa sub-férmula Yy q ou 3y q de p

ey ocorre em t.
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Critérios simples para termos livres/n3o livres cBE‘¥5§§LDADE

Um termo t é livre para x em p se:
» N3o ocorrem varidveis em t — isto é, se t é fechado.
> N3o existem varidveis comuns entre t e p.
» Nenhuma varidvel de t esta quantificada em p.

» Onde uma variavel de t estd quantificada em p n&o ocorre x.

Um termo n3o é livre para x em

...‘vy qx,y) - ‘

...‘39 q(x,y) ‘
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Exemplos: Termo nao-livre/livre c', E EVORA.

Sejap: — x é livre, y ligada e y condiciona x.

> 3w é livre para x em p — nado tém varidveis comuns.
» Nenhuma varidvel de z + x estd quantificada em p — ¢é livre
para x em p.

» 42 ndo é livre para x em p porque y estd quantificada em p e

nessa sub-férmula x & livre; p{x/y%} == Jy |y?|< y.

» Pela mesma razdo, x +y nao é livre para x em p;
pix/x +y} ==y <y.

N.B. em w e z + x obtém-se condi¢cdes em todas as variaveis dos
termos mas isso n3o acontece com y2 nem com x + y.
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Deducdo Natural c DEEVORA

HED

As formulas da LPO estendem as proposicoes.

> Ha quatro tipos de formulas: igualdades, conectivos,
relacGes e quantificadores.

» Os conectivos s3o os da légica proposicional.
> As regras das relacoes s3o especificas do dominio.
» Faltam regras para a igualdade e para os quantificadores.

Também as constantes e as funcdes s3o especificas do dominio
— porque, de facto, podem ser definidas como casos especiais das

relacoes.
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Quantificador Universal c', .

\

> Intuitivamente Vx Par(x) é uma conjuncao:
Par(0) A Par(1) APar(2) A\ ---

» Tal como ) ; Exp(i) = Exp(0) + Exp(1) + Exp(2) + - -

» Portanto, as regras para o quantificador universal estdo
relacionadas com as regras da conjuncdo: {p,q}F-p/Aqe
p/A\qtp.
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Eliminacdo do Quantificador Universal cEE‘¥5§§LDADE

Definicdo (Eliminacdo do Quantificador Universal)

V7 iVx p(x) Fpl(t)

ou v ( )
x plx _
p(t) 7).

desde de que t seja livre para x em p.

N.B. A regra V— é uma generalizac3do das regras /\1~ e A\~
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Exemplo: Eliminacdo do Quantificador UniversalcEE‘¥5§.§L\DADE

Se x ndo ocorre em p entdo Vx p - p:

1. vxp H
2. p V= 1 p{x/t}, tfechado [

» Na linha 2, p == p{x/t} porque x n3o ocorre em p.
» Também na linha 2, a regra V— permite escolher termos
fechados (onde ndo ocorrem variaveis).
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UNIVERSIDADE

Exemplo: Eliminacdo do Quantificador Universalcmsvom

Para qualquer termo fechado a, Vx p(x) — q(x),p(a) - q(a).

1. Wxpx)—q(x) H
2. pla) H
3. pla)—=gqla) V- 1 [p(x) = qx)]{x/a}
4. q(a) - 2,3 O

» Como n3o ocorrem varidveis em a este é livre para x em
p(x) = qx).
> Também na linha 3, a regra V— permite {x/a}.
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Introducdo do Quantificador Universal cB?‘¥5§§LDADE

Definicdo (Introducdo do Quantificador Universal)

ou

P(Ia)
Vx p(x)

(V")

desde que a variavel a nao ocorra fora da sub-prova nem em
hipéteses ativas.
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UNIVERSIDADE

Exemplo: Introducao do Quantificador Universal cDEEVOHA

Se x n3o ocorre em p entdo p F Vx p:

1. p H a nova e nao ocorre aqui
2. Yxp(x) VB 1-—1 O

O truque estd em escolher uma variavel a «nova», portanto que
ndo ocorre em p. Além disso, também p == p(x) == p{a/x}.

Analogia. Considere a expressdo e : 2t. Como a variavel a nao
ocorre em e ent3o e(a) == 2t == e. Além disso, substituir a por
X em e também resulta em 2t ==e.
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Exemplo: Aplicacido Errada de V* cBE‘¥5§§LDADE

W=

4.

VX x =% H
a=a \a
Yy a=y vt
VxVYyx=y VT

{a) (x=x){x/a}
2—-2
3—-3

Nesta falsa demonstracdo, de que «todos os termos sdo iguais», o
erro esta na linha 3 porque

Deducio Natural
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Exemplo: Aplicacido Errada de V* cB?‘¥5§§LDADE

W=

4.

VX X =X H
a=a V-
Yy a=y vt
VxVYyx=y VT

{a) (x=x){x/a}
2—-2
3—-3

Nesta falsa demonstracdo, de que «todos os termos sdo iguais», o
erro esta na linha 3 porque a ocorre fora da sub-prova 2 — 2.

Deducio Natural
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Exemplo: llustracdo Intuitiva c', OE EvORA

1. Vx 2x é par. Hipotese.
2. 2a é par. Para qualquer a.
3. Yy 2y épar. «Definicaon de V
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Quantificador Existencial c', .

-

> Intuitivamente 3x Sus(x) é uma disjuncao:
Sus(Red) V Sus(Blue) V' Sus(Green) V - - - .

» Portanto, as regras para o quantificador existencial estdo
relacionadas com as regras da disjuncao: pFpV qe
{pValpkrl, lqFr}Fr
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Eliminacdo do Quantificador Existencial cEE‘¥5§§LDADE

Definicdo (Elimina¢do do Quantificador Existencial)

desde que a nao ocorra fora da sub-prova.
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Exemplo: Aplicacdo Errada de 3~ cB?‘¥53§LDADE

Mais a frente é desenvolvido um exemplo de aplicacdo correta
desta regra. O caso seguinte é uma aplicacdo incorreta:

1. Ixpkx) H

2. pla) H (a) pix/a}
3. pla) I 1,2-2

4. VYxp(x) VvVt 2-3

O erro esta na linha 3 porque
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Exemplo: Aplicacdo Errada de 4~

v UNIVERSIDADE
DE EVORA

Mais a frente é desenvolvido um exemplo de aplicacdo correta
desta regra. O caso seguinte é uma aplicacdo incorreta:

BN =

Ixpx) H

pla) H (a) pix/a}
pla) I 1,2-2

vxp(x) vt 2-3

O erro esta na linha 3 porque a ocorre fora da sub-prova 2 — 2.

Deducdo Natural 38/98



Introducdo do Quantificador Existencial cBE‘¥5§§LDADE

Definicdo (Introducdo do Quantificador Existencial)

3T :p(t) F Ix p{t/x}
ou
p(t) ()
Ix p{t/x} '

desde que t seja livre para x em p e x ndo ocorra em p(t).
Excecionalmente nesta regra, de p(t) para p{t/x} sdo

substituidas algumas ocorréncias de t por x, mas njo
obrigatoriamente todas. Por exemplo:

2+4>1+4
(37)
I 24+x>1+4

Deducio Natural 39/98



Exemplo: llustracdo Intuitiva c OE EvORA

1. Ixx+2=6 Hipbdtese.
2. a+2=6 Seja a como acima.
3. ya+2=6 «Definicion de 3

Deducio Natural 40/98



Exemplo: Comparacdo Intuitiva c DEEVORA

1. Ixx+2=6 Hipdtese. 1. Vx 2x é par. Hipétese.
2. a+2=6 Seja a como acima. 2. 2a é par. Para qualquer a.
3. Jya+2=6 «Definicion de 3 3. Yy 2y épar. «Definicdon de V

Deducio Natural 41/98



Exemplo: Introducio de 3 cB?‘¥53§LDADE

Para qualquer termo fechado a, Vx p(x) — q(x),p(a) - Ix q(x):

1. ¥xpx)—qlx) H

2. pla) H

3 pla)=qla) ¥ 1 [pho) = qx)] (x/a)
4. q(a) - 2,3

5. Ix q(x) It 4 a fechado O

Na linha 5 x ndo ocorre em q(a) porque esta resulta de {x/a}e x
nao ocorre em a.

Deducio Natural 42/98
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Introducdo da lgualdade (\ AT

Definicdo (Introducdo da Igualdade)

=T:Ft=t
ou

(=7

t=t (="

onde t é um termo fechado (sem variaveis).
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Eliminac3o da Igualdade (\ AT

Definicdo (Eliminacdo da Igualdade)

=" {t1 = ta, p{x/t1}} F plx/t2}

ou
ti =t p{x/ti} (=)
p{x/t2} -

desde que t1, t> sejam livres para x em p.

Deducio Natural 45/98



Exemplo: Eliminacio da lgualdade \ A

1. Seja p uma condi¢do em x, por exemplo p(x) ==x > 1.
2. Seja t; um termo que satisfaz p(x), digamos t; == 42 — isto
é p{x/42}.

3. Agora, se soubermos que t; = tp, por exemplo, 42 =40+ 2
entdo concluimos que p{x/tp} isto é, 40 +2 > 1.

Deducio Natural 46/98
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Equivaléncias entre Quantificadores cB?‘¥5§§LDADE

Leis de De Morgan

—Vx p - 3Ix —p —3Ix p 4 Vx —p
Em geral
(Vx p) A\ (Vx q) = Vx(p/Aq) Vx Yy p 1 Yy Vx p
(Ixp)V(Ix q) 4+ 3Ix(pVq) IXxJyp-d-dyIxp

Se x ndo ocorre em q:

qAVx p - Vx(qAp) qVVvxp--Vvx(qVp)
q/\Ixp--3Ix(qAp) qVIxp--3Ix(qVp)
q—VYxp-d-vx(q—p) q— Ixp--3Ix(q—p)
(Vxp)—=qd-3Ix(p—q) (xp)—=qt+Yx(p—q)

Deducio Natural 48 /98
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Exemplo: Provas com Quantificadores V Q,BE‘¥5ESLDADE

vx (@ Ap(x)) F g A VX p(x).

Deducido Natura 50/98



Exemplo: Provas com Quantificadores V cBE‘¥52§LDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em ¢ entdo

vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).

Deducdo Natural 51/98



Exemplo: Provas com Quantificadores V

Demonstrar que se x ndo ocorre em g entdo
vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).
Uma prova possivel é:

1. Vx(gAp(x)) H

Deducio Natural

M
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Exemplo: Provas com Quantificadores V

Demonstrar que se x n3o ocorre em ¢ entdo
vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).
Uma prova possivel é:
1. vx(qAp(x)) H

2. gApla) v~ 1{x/a}

Deducio Natural

M
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a nova
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Exemplo: Provas com Quantificadores V

Demonstrar que se x n3o ocorre em ¢ entdo
vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).
Uma prova possivel é:
1. vx(qAp(x)) H

2. gApla) v~ 1{x/a}
3. p(a) Na™ 2

Deducio Natural
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a nova
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Exemplo: Provas com Quantificadores V Q,BE‘¥5ESLDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em g entdo
vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).
Uma prova possivel é:

1. vx(qAp(x)) H

2. qgAp(a) v~ 1{x/a} a nova
3. p(a) Na™ 2
4. Vx p(x) v 2—3{a/x} a n3o ocorre aqui nem em hipéteses ativas
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vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).

Uma prova possivel é:

1.

d

vx (g Ap(x)) H

qgAp(a) v 1{x/a} a nova
p(a) AV I

vx p(x) v+t 2—3{a/x} a n3o ocorre aqui nem em hipdteses ativas
qgAp(b) v~ 1{x/b} b nova
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Exemplo: Provas com Quantificadores V cEE‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em g entdo
vx (@ Ap(x)) F qAVx p(x).
Uma prova possivel é:

1. vx(qAp(x)) H

2. qgAp(a) v 1{x/a} a nova
3. p(a) Na™ 2
4. Vx p(x) v 2—3{a/x} a n3o ocorre aqui nem em hipéteses ativas
5. gAp(b) v~ 1{x/b} b nova
6. q N1T 5
7. qAVx p(x) AT 6,4 O
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Exemplo: Provas com Quantificadores V Q,BE‘¥5ESLDADE

qAVx p(x) FVx (qAp(x)).
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Demonstrar que se x ndo ocorre em ¢ entdo

qAVx p(x) FVx (g Ap(x)).
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Exemplo: Provas com Quantificadores V

Demonstrar que se x n3o ocorre em q entdo
qAVx p(x) FVx (g Ap(x)).
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Exemplo: Provas com Quantificadores V cBE‘¥5EELDADE

Demonstrar que se x n3o ocorre em q ent3o
qAVx p(x) FVx (g Ap(x)).

Uma prova possivel é:
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2 q AN 1
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Exemplo: Provas com Quantificadores V cEE‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se x n3o ocorre em  entdo
qAVx p(x) FVx (g Ap(x)).
Uma prova possivel é:

1. qgAVxp(x) H

2 q AN 1

3. Vx p(x) Nam 1

4 pl(a) v~ 3{x/a} a nova
5 qAvpla) AT 2,4

6. Vx(qAp(x)) VT 2—5{a/x} (obs) [J

obs: a ndo ocorre em 6 nem em hipdteses ativas.
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3 Q,BE‘¥5ESLDADE

qVIxpx)F3Ix(qVpx).
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3

Demonstrar que se X n3o ocorre em q ent3o
qVIxpx)FIx(qVpx).

1. qV3Ixp(x) H
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3

Demonstrar que se X n3o ocorre em q ent3o
qVIxpx)FIx(qVpx).
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3 cBE‘¥5EELDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em  entdo

qVIxpx)FIx(qVpx).

1. qV3Ixp(x) H
2. ¢ H
3. qVpla) Vvitoo2 a nova
4. 3Ix (qVp(x)) 3IF 3{a/x} a livre para x em p

10.  3x(qVp(x))
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3 Q,BE‘¥5ESLDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em  entdo

10.

qV 3x p(x)
q

qVp(a)
3Ix (qVp(x)

Ix p(x)

p(b)

Ix (q Vpx))

qVIxpx)FIx(qVpx).

H

H

Vvitoo2

3+ 3{a/x}
H

H 5{x/b}
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Demonstrar que se x ndo ocorre em  entdo

10.

qV 3x p(x)

qVp(a)
3Ix (qVp(x)
Ix p(x)

p(b)
qVp(b)

Ix (q Vpx))

qVIxpx)FIx(qVpx).

H

H

Vvitoo2

3+ 3{a/x}
H

H 5 {x/b}
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3 cEE‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em  entdo

qVIxpx)FIx(qVpx).

1. qV3Ixp(x) H

2. ¢ H

3. qVpla) Vvitoo2 a nova
4. 3Ix (qVp(x)) 3IF 3{a/x} a livre para x em p
5. Ix p(x) H

6. p(b) H 5{x/b} b nova, logo livre para x em p
7. qVp(b) Vot 6
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10.  3Ix (q \/'p(x))
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Demonstrar que se x ndo ocorre em  entdo

qVIxpx)FIx(qVpx).

1. qV3Ixp(x) H

2. ¢ H

3. qVpla) Vvitoo2 a nova
4. 3Ix (qVp(x)) 3IF 3{a/x} a livre para x em p
5. Ix p(x) H

6. p(b) H (9) b nova, logo livre para x em p
7. qVp(b) Vot 6

8. Ix (q Vp(x) 3+ 7{b/x} b n3o ocorre aqui
9. Ix (q V p(x) E 5,6 —8 b n3o ocorre aqui

10.  3Ix (q \/'p(x))
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3 cEE‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se x ndo ocorre em  entdo

@

©o~No

qVIxpx)FIx(qVpx).

qV 3Ix p(x) H

q H (10)
qVop(a) Vvitoo2

Ix (qVp(x)) 3I* 3{a/x}
Ix p(x) H (10)
p(b) H (9)
qVp(b) Vot 6

Ix (qVp(x) 3+ 7 {b/x}
Ix (qVp(x) 3 56—8

Ix(qVp(x)) V- 1,2—45-9
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a nova
a livre para x em p

b nova, logo livre para x em p

b n3o ocorre aqui
b n3o ocorre aqui

O
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3 Q,BE‘¥5ESLDADE

Ix (qVp(x))FqVIxpx).
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3

Demonstrar que se x ndo ocorre em g entdo
Ix(qVpx)FqVaxpx).
Uma prova possivel é:

1. Ix(qVpkx) H
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Demonstrar que se x n3o ocorre em  entdo
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Demonstrar que se x n3o ocorre em  entdo
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3

Demonstrar que se x n3o ocorre em  entdo
Ix(qVpx)FqVaxpx).
Uma prova possivel é:

1. Ix(qVpkx) H
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Demonstrar que se x n3o ocorre em  entdo
Ix(qVpx)FqVaxpx).
Uma prova possivel é:

1. Ix(qVpkx) H
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Exemplo: Provas com Quantificadores 3

Demonstrar que se x ndo ocorre em ¢ entdo

Uma prova possivel é:

1.

Ix(qVp(x)
qVpla)

q
qV 3x p(x)

pla)
Ix p(x)
qV 3Ix p(x)

qaV 3x p(x)
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Ix(qVpx)FqVaxpx).

H
H 1{x/a}

H
28
H
3+
Vot

v

Deducio Natural

3

(8)

5{a/x}

6
2,3—4,5—-7

a nova

um caso de 2
a ndo ocorre aqui

o outro caso de 2
a n3o ocorre aqui e livre. ..

a n3o ocorre aqui

a n3o ocorre aqui

57/98



Exemplo: Provas com Quantificadores 3 cBE‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se x n3o ocorre em  entdo
Ix(qVpx)FqVaxpx).
Uma prova possivel é:

1. Ix(qVpkx) H

2. qVp(a) H 1{x/a} (9) a nova
3. ¢ H (8) um caso de 2
4. qV3Ix p(x) Vit 3 a n3o ocorre aqui
5  pla) H (8) o outro caso de 2
6. Ix p(x) 3+ 5{a/x} a n3o ocorre aqui e livre. ..
7. qV3Ixp(x) Vot 6 a n3o ocorre aqui
8. qVixpx) Vo 2,3—4,5—7 a ndo ocorre aqui
9. qVixp(x) I 1,2-8 O
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Exemplo: Provas com Igualdade cBE‘¥5ESLDADE

Ixx=t VXVyx =y -y =x

Deducio Natural 58/98



Exemplo: Provas com Igualdade cBE‘¥53§LDADE

Demonstrar que se t é um termo fechado (sem varidveis) 3x x = t.

1. t=t =t t é livre. ..
2. Ixx=t 3t 1 O
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Exemplo: Provas com Igualdade cBE‘¥5ESLDADE

Demonstrar que se t é um termo fechado (sem varidveis) 3x x = t.
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Demonstrar que VxVy x =y — y = x (simetria).
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Exemplo: Provas com Igualdade cBE‘¥5§§LDADE
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Demonstrar que VxVy x =y — y = x (simetria).
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Demonstrar que VxVy x =y — y = x (simetria).

1. a=b H (4) a, b novas
2. a=a =+
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Exemplo: Provas com Igualdade cB?‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se t é um termo fechado (sem varidveis) 3x x = t.

1. t=t =t t é livre. ..
2. Ixx=t 3I* 1 O

Demonstrar que VxVy x =y — y = x (simetria).

1. a=b H (4) a, b novas
2. a=a ="+
se p: x=a ent3o a=a é p{x/a} b=a é p{x/b}
3. b=a =" 1,2
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Exemplo: Provas com Igualdade cB?‘¥5§§LDADE

Demonstrar que se t é um termo fechado (sem varidveis) 3x x = t.

1. t=t =t t é livre. ..
2. Ixx=t 3I* 1 O

Demonstrar que VxVy x =y — y = x (simetria).

1. a=b H (4) a, b novas
2. a=a ="

se p: x=a ent3o a=a é p{x/a} b=a é p{x/b}

3. b=a =" 1,2
4, a=b—ob=a —T 1-3 Descarta as linhas 1 — 3
a,b ndo ocorrem em hipéteses ativas
5. Yya=y—+y=a v 4—4 y ndo ocorre em 4; b ndo ocorre aqui
6. VxVyx=y—y=x V" 5—5 x n3o ocorre em 5; a ndo ocorre aqui
O
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Semantica de Primeira Ordem cB?‘¥5§§LDADE

t" p¥ vEp HEPD

» Descrever formalmente os objetos e as propriedades dum certo
dominio — tanto quanto possivel, sem restricoes.

» Estudar com seguranca esse dominio usando regras de
inferéncia e outras propriedades légicas.

» Generalizar as valoracdes dos atomos proposicionais a termos,
funcdes, relacées e férmulas.

Semantica 61/98
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Interpretacio c', OE EvORA

Definicdo (Interpretacdo)
Seja U um conjunto n3o vazio, o universo. Uma interpretacdo v
(de €, V,F, R em U) define:
Constantes Para cada c € €, um elemento ¢¥ € U.
Variaveis Para cada x € V, um elemento xV € U.
Funcdes Para cada f,, € &, uma funcdo f¥ : U™ — U.
Igualdade =Y é a relac3o de igualdade em U, {(a, a): a€ U}.
Relacdes Para cada 1y € R, um subconjunto ¥ C U™.

Explicitacdo Dada a interpretacdo v, x € V e a € U representa-se
por v[x+>al a interpretacdo u em que x* =a e
y* =y’ paray #x.

Semantica 63/98



Interpretacdo de Termos c', OE EvORA

Definicdo (Interpretacdo de Termos)

Dado uma interpretacdo v de €, V, F, R no universo U, a
interpretacdo do termo t, escrita tV depende do tipo de t:

Constante ou Variavel Set € CUV entdo tY ja estad definido.

Funcdo Se t = f(ty,...,tn) emque fn € Fety,..., tn
forem termos ent3o

= ()

Semantica 64/98



Dominio: Senhor dos Anéis QBE‘%QSPADE

» O universo é Ugga = {x : x é uma personagem no S.d.A.}.

v

As constantes Aragorn, Sauron, ... € Usga.

» A relacao Elfo; C Usga é o conjunto dos Elfos. Por exemplo,
Elfo(Galadriel) significa que Galadriel é uma Elfo.

> A relacao Camarada, C U%dA indica quando duas
personagens estiveram do mesmo lado numa batalha. Por
exemplo, Camarada(Gimli, Legolas).

» Neste universo ndo podemos definir a funcdo Origem; para se
obter a proveniéncia duma personagem. Por exemplo,
gostariamos que Origem(Frodo) = Shire. Esta limitacdo pode
ser ultrapassada se estendermos o universo com os objetos
adequados. Por exemplo,

Ud;h = {x:x é uma personagem ou um local no S.d.A.}.
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Dominio: Labirinto do Minotauro cég‘gigéf’“

v

O universo é Ui qu = {p : p é uma sala do labirinto}.
As constantes 11,12,... € U ym-

A relacao Minotauro; C Upgm é o conjunto das salas onde
estd o(um) Minotauro. Por exemplo, Minotauro(21) significa
que o(um) Minotauro esta na sala 21.

A relacao Adjacente, C uEdM indica quando duas salas sdo
adjacentes. Por exemplo, Adjacente(33,43).

Neste universo n3o podemos definir a funcdo Colunaj para se
obter a coluna duma sala. Por exemplo, gostariamos que
Coluna(12) = 2. Esta limitacdo pode ser ultrapassada se
estendermos o universo com os objetos adequados. Por
exemplo, ufd{,, ={x :x é uma sala ou um ndmero}.
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Exemplo: Interpretacdes c', DEEVORA

Sejam C= {Cl, Co, C3, C4, Cs, Cq, dl},gj = {f}x:R = {T, 5}-

Simbolo VSdA ViLdM
c1 Aragorn 11
Co Sauron 12
c3 Galadriel 21
(o Gimli 33
Cs Legolas 43
[ Frodo 12
d; Shire 2
f Origem Coluna
T Elfo | Minotauro
s Camarada | Adjacente

» Temos c}** = Aragorn mas c*™ = 11.

» O que significa T(cz)? No SdA, que Sauron é um Elfo (n3o é), mas
no LdM, que o (um?) Minotauro estd em 12 (pode estar!).
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Exemplo: Interpretacdes c', DEEVORA

» Os exemplos anteriores mostram que a Légica de Primeira
Ordem permite descrever dominios muito diferentes — n3o sé
de fantasia.

> N3o basta descrever — é necessario aplicar o sistema formal
para estudar o dominio que, muitas vezes é intangivel por ser
fantasia, distante como Marte, prejudicial como uma zona
radioactiva, caro, perigoso, abstrato, etc.

P Além das conclusdes via Deducao Natural, estamos também
interessados na consequéncia semantica — usar interpretacdes
e atribuir valores booleanos a férmulas.
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Substituicdo de Variaveis c', OE EvORA

» Intuitivamente a interpretacdo (por v) de uma férmula como
Vx 1(x) corresponde a afirmar que a € vV para cada elemento
a do universo U.

> Ha um problema técnico em exprimir rigorosamente o que
acontece as variaveis da linguagem légica. Nao podemos
escrever T{x/a} porque, como a ndo é um simbolo Iégico (mas
um elemento do universo da interpretacdo) ndo pode ocorrer
numa férmula.

» E necessdrio um tratamento especial para as varidveis, usando
a explicitacdo das interpretacGes.
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Consequéncia (Semantica) c OF EVORA.

vEp vEH

Definicdo (Modelo)

Dada uma interpretacdo v de C,V, F, R no universo U diz-se que a
féormula p é verdade em v, que v satisfaz p ou que v é modelo de p, e
escreve-se v |= p, de acordo com o tipo de p:

Igualdade vi=a="b se a¥ = b".

Relagdo v = r(ty, ..., tn) se (t},...,t%) € .

Universal v = Vx q se para cada a € U, vix—a] | q.
Existencial v = Jx g se existe a € U tal que v[x—a] E q.

Seja H um conjunto de férmulas. Entdo diz-se que v é modelo de H e
escreve-se v = H se v = h para cada h € H. Nesse caso também se diz
que H é consistente.
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Consequéncia (Semantica) c', OF EVORA.

HEp Ep

Definicdo (Consequéncia (Semantica))

Seja H um conjunto (possivelmente infinito) de férmulas e p uma férmula. Diz-se
que:

Consequéncia p é consequéncia de H e escreve-se H |= p, se para cada modelo de
H também é modelo de p: se v |= H ent3o v |= p.
Compativel p é compativel ou satisfazivel se tem um modelo (existe v tal que
v = p).
Valida p é valida ou uma tautologia se qualquer interpretacdo é modelo
(v |= p para qualquer v). Nesse caso escreve-se |= p.
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Abuso da notacdo | cBE‘¥5§§LDADE

O simbolo = é usado com vérios significados distintos:
v = p: Uma interpretacdo e uma proposicdo.
v = H: Uma interpretacdo e um conjunto de proposices.
H = p: Um conjunto de proposicdes e uma proposicado.

= p: Uma proposicio.
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Exemplo — Os Amigos de Gandalf \

» Sejam C ={Gandalf}, R = {Amigo,}; U ={A, B, C} e v tal que

Gandalf” = A, Amigo"’ = {(A A),(B,A), (C, A)} .

Serd que o modelo v satisfaz
«Nenhum dos amigos dos amigos de Gandalf é amigo dele.»?

p : VxVy Amigo(x, Gandalf) A Amigo(y, x) — —Amigo(y, Gandalf)

q(xy)
Para verificar se v |= p listam-se os possiveis valores de x, y:

x’ yY | Am.(x,Ga)" Am.(x,y)" —Am.(y,Ga)” | q(x,y)”

A A v v f f
A B f f f v
Portanto

v[x— Ally— Al B~ Amigo(x, Gandalf)AAmigo(y, x) — —Amigo(y, Gandalf) .
E v F£ VxVy Amigo(x, Gandalf) A\ Amigo(y, x) — —Amigo(y, Gandalf).
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Problemas da Légica de Primeira Ordem cBE‘§5§§LDADE

Satisfacdo (SAT) Decidir se uma férmula p tem um modelo.
Instancias: o conjunto das férmulas; Condic3o:
Existe uma interpretacdo v tal que v = p?

Validade Decidir se uma férmula p é valida. Instancias: o
conjunto das férmulas; Condicdo: Para cada
interpretacdo v, v = p?

Provabilidade Decidir se uma férmula p tem uma prova.
Instancias: o conjunto de todas as férmulas.
Condic3do: Existe uma prova de p, - p?

N.B. que, em relacdo a Légica Proposicional, aqui apenas se

substituiu «proposicdon por «férmulay e «valoracdon por

«interpretacaon.
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(In)Decidibilidade c UNYERSIDADE

Teorema (Indecidibilidade de SAT na LPO)

Na Légica de Primeira Ordem o problema SAT é indecidivel.

>

Na Légica Proposicional, existe um algoritmo (n3o eficiente) que
decide se uma proposicdo é, ou n3o, satisfazivel.

Na Légica de Primeira Ordem n3o existe qualquer algoritmo que
decida, em geral, se uma férmula é, ou n3o, satisfazivel.

Ao contrario do SAT proposicional, em que ndo se sabe se existe
um algoritmo eficiente, sobre o SAT de primeira ordem sabe-se que
ndo existe um algorimo, eficiente ou n3o.

Demonstrar o teorema acima esta fora do dmbito desta disciplina.

Conhecem-se algoritmos para SAT em classes grandes de férmulas,
mas nenhum tem toda a generalidade.

Este assunto é referido na pagina do Post Correspondence Problem
na wikipedia.
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Verificacdo por Modelos c', OE EvORA

> A maior expressividade da Légica de Primeira Ordem em

relacdo a Légica Proposicional sacrifica a decidibilidade de
SAT.

» Ainda assim, os Amigos de Gandalf mostram que com a
Verificacao de Modelos é possivel resolver problemas
praticos de modelacao.
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Linguagem da Arvore Geneoldgica Q,BE‘¥5ESLDADE

» Este domino inclui factos como «Zeus é pai de Atenas» e regras
como
«A avé de uma pessoa é a mae de um progenitor dessa pessoa.»

llustracio 84/98
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» Os termos deste dominio sdo pessoas ou deuses do Olimpo (para
desenjoar de familias reais).
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Linguagem da Arvore Geneoldgica cB?‘¥53§LDADE

» Este domino inclui factos como «Zeus é pai de Atenas» e regras

como
«A avé de uma pessoa é a mae de um progenitor dessa pessoa.»

» Os termos deste dominio sdo pessoas ou deuses do Olimpo (para
desenjoar de familias reais).

» Duas relacdes unarias determinam o sexo!: Masculino;, Feminina;.

Ver na wikipédia o Sistema XY para determinar o sexo.
2
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Linguagem da Arvore Geneoldgica cBE‘§5§§LDADE

» Este domino inclui factos como «Zeus é pai de Atenas» e regras
como
«A avé de uma pessoa é a mae de um progenitor dessa pessoa.»
» Os termos deste dominio sdo pessoas ou deuses do Olimpo (para
desenjoar de familias reais).

Duas relacdes undrias determinam o sexo!: Masculino;, Femininaj.

As relacBes familiares sio representadas por relacdes binérias?:

Progenitor,, Irm_p, Irmao,, Irm3,, Descendente;, Filhay,

Filhoy, Conjuge,, Marido,, Esposa,, Av », Netyo, Tiuo

Ver na wikipédia o Sistema XY para determinar o sexo.

20s nomes que terminam em |, s3o versOes neutras.
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Linguagem da Arvore Geneoldgica cBE‘§5§§LDADE

» Este domino inclui factos como «Zeus é pai de Atenas» e regras
como
«A avé de uma pessoa é a mae de um progenitor dessa pessoa.»
» Os termos deste dominio sdo pessoas ou deuses do Olimpo (para
desenjoar de familias reais).

Duas relacdes undrias determinam o sexo!: Masculino;, Femininaj.

As relacBes familiares sio representadas por relacdes binérias?:

Progenitor,, Irm_p, Irmao,, Irm3,, Descendente;, Filhay,

Filhoy, Conjuge,, Marido,, Esposa,, Av », Netyo, Tiuo

» Como cada pessoa tem exatamente um pai e uma m3e (biolégicos)
usam-se funcdes: Paiy, Mae;.

Ver na wikipédia o Sistema XY para determinar o sexo.

20s nomes que terminam em |, s3o versOes neutras.
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Regras da Arvore Geneoldgica cBE‘¥52§LDADE

» A mie de uma pessoa é a progenitor feminina.
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Regras da Arvore Geneoldgica cBE‘¥5EELDADE

» A mde de uma pessoa é a progenitor feminina.

Vx, m M3e(x) = m <> Feminina(m) /\ Progenitor(m, x)
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» O marido de uma pessoa é o cénjuge masculino.
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Regras da Arvore Geneolégica cB?‘¥5§§LDADE

» A mde de uma pessoa é a progenitor feminina.

Vx, m M3e(x) = m <> Feminina(m) /\ Progenitor(m, x)

» O marido de uma pessoa é o cénjuge masculino.

V¥x, m Marido(m, x) <> Masculino(m) A Cénjuge(m, x) .

» Masculino e Feminina sdo conjuntos complementares.

Vx Masculino(x) <+ —Feminina(x) .
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Regras da Arvore Geneolégica cB?‘¥53§LDADE

» A mde de uma pessoa é a progenitor feminina.

Vx, m M3e(x) = m <> Feminina(m) /\ Progenitor(m, x)

» O marido de uma pessoa é o cénjuge masculino.

V¥x, m Marido(m, x) <> Masculino(m) A Cénjuge(m, x) .

» Masculino e Feminina sdo conjuntos complementares.

Vx Masculino(x) <+ —Feminina(x) .
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Regras da Arvore Geneolégica cBE‘¥5§§LDADE

» A mde de uma pessoa é a progenitor feminina.

Vx, m M3e(x) = m <> Feminina(m) /\ Progenitor(m, x)

» O marido de uma pessoa é o cénjuge masculino.

V¥x, m Marido(m, x) <> Masculino(m) A Cénjuge(m, x) .

» Masculino e Feminina sdo conjuntos complementares.

Vx Masculino(x) <+ —Feminina(x) .

» Progenitor e descendente sdo relacdes inversas.
Vx,y Progenitor(x,y) <> Descendente(y, x) .
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Axiomas, Definicbes e Teoremas cBE‘¥5§§LDADE

» Os axiomas sdo as regras «iniciaisn, que proporcionam a
informac3o basica de um dominio.

A mae de uma pessoa é o progenitor feminino.
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Axiomas, Definicbes e Teoremas cEE‘¥5§§LDADE

» Os axiomas sdo as regras «iniciaisn, que proporcionam a
informac3o bésica de um dominio.

» Os axiomas também exprimem factos basicos.

Leto é a Mae de Apolo.

llustracio 86/98



Axiomas, Definicbes e Teoremas cBE‘¥5§§LDADE

» Os axiomas s30 as regras «iniciaisy, que proporcionam a
informac3o basica de um dominio.

» Os axiomas também exprimem factos basicos.

> As regras da Arvore Genealdgica (e mais algumas nos
exercicios) formam os axiomas deste dominio.
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Axiomas, Definicbes e Teoremas cBE‘¥5§§LDADE

» Os axiomas sdo as regras «/niciaisy, que proporcionam a
informac3o basica de um dominio.

» Os axiomas também exprimem factos basicos.

> As regras da Arvore Genealdgica (e mais algumas nos
exercicios) formam os axiomas deste dominio.

» As definicdes sdo axiomas da forma Vx,y p(x,y) <> - --

Vx, m Ma3e(x) = m <> Feminina(m) /\ Progenitor(m, x)
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Axiomas, Definicbes e Teoremas cBE‘¥5§§LDADE

| 4

v

Os axiomas s3o as regras «iniciaisy, que proporcionam a
informac3o bésica de um dominio.

Os axiomas também exprimem factos basicos.

As regras da Arvore Genealdgica (e mais algumas nos
exercicios) formam os axiomas deste dominio.

As definicdes sdo axiomas da forma Vx,y p(x,y) <> ---

Estas regras assentam apenas nas relacdes
Descendente, Conjuge e Feminina.

Exercicio: Encontre outro conjunto de relacGes primitivas.
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Axiomas, DefinicGes e Teoremas QBE‘E'V%?LDADE

» Os axiomas s30 as regras «iniciaisy, que proporcionam a
informac3o basica de um dominio.

» Os axiomas também exprimem factos basicos.

> As regras da Arvore Genealdgica (e mais algumas nos
exercicios) formam os axiomas deste dominio.

» As definicdes sdo axiomas da forma Vx,y p(x,y) <> - --

» Estas regras assentam apenas nas relacdes
Descendente, Conjuge e Feminina.

> Nem todas as afirmacdes sobre um dominio sdo axiomas.
Algumas s3o teoremas, isto é sdo deduzidas, via deducao
natural, dos axiomas. Por exemplo (exercicio):

FVx,y Irmy(x,y) < Irmy(y, x) .
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Linguagem dos Nimeros (Naturais)

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um nimero (natural).

llustracio
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Linguagem dos Nimeros (Naturais)

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um niimero (natural). N(0)
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) cBE‘¥5EELDADE

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um niimero (natural). N(0)
2. O sucessor de um niimero é um ndmero.
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Constantes: 0 (Zero).
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) cBE‘¥5EELDADE

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um niimero (natural). N(0)

2. O sucessor de um niimero é um ndmero.
vn N(n) — N(S(n))
3. Zero ndo é um sucessor.
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) cBE‘¥5EELDADE

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um niimero (natural). N(0)

2. O sucessor de um nimero é um nimero.
vn N(n) — N(S(n))

3. Zero n3o é um sucessor. Vn 0 # S(n)
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) Q,BE‘¥5ESLDADE

Constantes:

Funcoes

Relacdes:

Regras

0 (Zero).
. Sy (Sucessor).
N; (Ndmero Natural).
. (Axiomas de Peano).
1. Zero é um niimero (natural). N(0)
2. O sucessor de um niimero é um ndmero.
vn N(n) — N(S(n))
3. Zero n3o é um sucessor. Vn 0 # S(n)
4. Nuameros diferentes tém sucessores diferentes.
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) Q,BE‘¥5ESLDADE

Constantes: 0 (Zero).

Funcdes: Sy (Sucessor).

Relacdes: Nj (Ndmero Natural).

Regras: (Axiomas de Peano).

1.
2.

Zero é um namero (natural). N(0)

O sucessor de um niimero é um nimero.

vn N(n) — N(S(n))

Zero n3o é um sucessor. Vn 0 # S(n)
Nimeros diferentes tém sucessores diferentes.
Ym,nm#n— S(m) #Sn)
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) cEE‘¥5§§LDADE

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um niimero (natural). N(0)

2. O sucessor de um nimero é um nimero.
vn N(n) — N(S(n))

3. Zero n3o é um sucessor. Vn 0 # S(n)

4. Nameros diferentes tém sucessores diferentes.
Ym,nm#n— S(m) #Sn)

5. O Principio de Inducdo é de Segunda Ordem; Nio
sera usado aqui.

vR (R(0) AVn R(n) = R(S(n)) R =N
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Linguagem dos Nimeros (Naturais) cEE‘¥5§§LDADE

Constantes: 0 (Zero).
Funcdes: Sy (Sucessor).
Relacdes: Nj (Ndmero Natural).
Regras: (Axiomas de Peano).

1. Zero é um niimero (natural). N(0)

2. O sucessor de um nimero é um nimero.
vn N(n) — N(S(n))

3. Zero n3o é um sucessor. Vn 0 # S(n)

4. Nameros diferentes tém sucessores diferentes.
Ym,nm#n— S(m) #Sn)

5. O Principio de Inducdo é de Segunda Ordem; Nio
sera usado aqui.

vR (R(0) AVn R(n) = R(S(n)) R =N

Notacdo: n € N:N(n),n’:S(n),1:0,2:1/,....
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Definicdes (Soma) "’ UNERSIOADE

Funcdo: Somay (Soma).
Definicdo (base): ¥n N(n) — Soma(0,n) =n

Definicdo (passo):
vn, m N(n)AN(m) — Soma(S(n), m) = S(Soma(n, m))

Notagdo: n+ m : Soma(n, m)

Exemplo: Célculo de 2+ 2

2+2 =Soma(2,2) = Soma , 1’) notac3o
:<Soma(1,1’)) :S<Soma(5(0) ,1’)) passo

S(S(Soma(O,l') )) = (s()) base

1" =2" =3’ notacdo
4
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Linguagem dos Conjuntos c', OE EvORA

Termos: S3o de dois tipos, elementos e conjuntos.
Constantes: ) (Vazio).

Relacdes: Conjunto; (Conjunto); x € y (Pertence); x C y
(Subconjunto).

Funcdes: x Ny (Intersecdo); x Uy (Unido); {xly} (Inclus3o) (de x
em y).

Regras: préximas paginas
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Conjuntos — Regras QBE‘E'V%?LDADE

1. Os lnicos conjuntos sdo o vazio e os que resultam de acrescentar
um elemento a outro conjunto.

Vs Conjunto(s) <+ s = 0V 3x, so Conjunto(sg) A's = {xso} .
2. O vazio n3o tem elementos.
—3x,s 0= {xIs}.
3. Acrescentar um elemento que ja estd no conjunto ndo tem efeito.
Vx, s x € s> s={xs}.

4. Os (Gnicos) elementos que estdo num conjunto (sdo elementos que)
foram incluidos.

VX, s X € s & {Ely,so (s—{ylso}/\(x—y\/xeso))].
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Conjuntos — Regras (continuacdo) cBE‘§5§§LDADE

5. Exercicio: Um conjunto é subconjunto de outro se e sé se todos os
elementos do primeiro conjunto sdo elementos do segundo conjunto.

6. Exercicio: Dois conjuntos s3o iguais se e sé se cada um é
subconjunto do outro.

7. Exercicio: Um objeto esta na intersecdo de dois conjuntos se e s6
se é elemento de ambos os conjuntos.

8. Exercicio: Um objeto estd na unido de dois conjuntos se e sé se é
elemento de algum dos conjuntos.
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Linguagem das Listas c', OE EvORA

Termos: S3o de dois tipos, elementos e listas.
Constantes: [] (Nil).
Relacdes: List; (Lista); Findy (Pertence).

Funcdes: Cons, (Construcdo); Append, (Acrescentar); First;
(Primeiro); Rest; (Restantes);

Regras: Exercicio. Formalize

» [] é a lista sem elementos.

> List(x) : x é lista.

» Find(x,y) : x estd na lista y.

» Cons(x,y) : é a lista que resulta de acrescentar o
elemento x a frente de y.

> Append(x,y) é a lista que resulta de acrescentar a lista y
ao fim da lista x.

» First(x) : o primeiro elemento da lista x.

> Rest(x) : a lista x sem o primeiro elemento.

Notacdo: [xly] : Cons(x,y); [x]: [xI[1]; [x1, %2, .. ] : [xal [x2, .. ).
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Linguagem dos Autématos Finitos cBE‘¥5§§LDADE

Termos

Constantes:
Relacdes:
Funcdes:

Regras:

. S3o de dois tipos, os estados do autémato e os simbolos
do alfabeto.

2.
3.

o

| (Estado Inicial).
E; (Estados); F; (Finais); T3 (Transi¢do);
(nenhuma)

1.

Bem-formado 1

¥p,a,q T(p,a,q) = (E(p) NE(q) A—E(a))
Bem-formado 2 Vs F(s) — E(s)

Transicao Funcional

vp,a,q1, g2 (T(p, @, q1) AT(p,a,q2)) = q1 = qo.
AFD Vp,a (E(p) A—E(a)) = 3q T(p, a,q).
Bem-preparado 1 —F(I) A Jp F(p).
Bem-preparado 2 Vp,q F(p) AF(q) > p=q.
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Conclusoes "P gg\g&g:\/&mog

> A Légica de Primeira Ordem é muito mais expressiva do que a
Légica Proposicional.

» Mas SAT é insoltvel para as férmulas da LPO.

> E tem limites. A existéncia de caminho entre dois vértices de
um grafo orientado (Reachability problem na wikipedia) n3o
pode ser expressa por uma férmula da LPO.

> Porém, é realizavel especificar e verificar modelos.
» Aplicacdes da LPO incluem:

» Especificacdo de Tarefas.
P> Representacdo de Conhecimento.
> Verificacdo de Programas.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Reachability_problem

O Algoritmo de Planeamento de Aristételes cég‘gigéf’“

Mas porque por vezes o pensamento é acompanhado de acdo e
outras n3o, por vezes de movimento, e outras ndo?

Parece que quase o mesmo acontece no caso do raciocinio e das
inferéncias sobre os objetos imutaveis. Mas nesse caso o fim é uma
proposicdo especulativa. .. enquanto que aqui a conclusdao que
resulta das duas premissas é uma ac3o.

Preciso de abrigo; Uma manta é um abrigo,; Preciso de uma
manta; Aquilo de que preciso, tenho de fazer; Preciso de uma
manta; Tenho de fazer uma manta.

E a conclusdo, Tenho de fazer uma manta, é uma ac3o.

De Motu Animalium, Aristételes
Traducdo livre baseada na traducdo de A. S. L. Farquharson.
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https://en.wikisource.org/wiki/On_the_Movement_of_Animals#7
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