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Légica Proposicional c DEEVORA

O mundo é descrito por factos, que
sao verdadeiros ou falsos.

Objetivo Descrever factos, saber como chegar a conclusdes a
partir de hipoteses dadas e relacionar consequéncia
com verdade.

Plano Definir uma linguagem adequada. Descrever as
regras para deduzir e as formas de avaliar factos.

Avaliar Quais sdo limites computacionais e expressivos.

Usufruir Que problemas podem ser descritos e resolvidos?
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Sintaxe (introducdo) c OF EVORA.

«O café esta quente.»
«O café estd quente?
«O café e o acucar.»

«O café estd ou ndo quente?»

vVvyYyyvyy

«Ou o café ou o leite estd azedo.»
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Sintaxe (introducdo) c', OF EVORA.

P P/A(
pVaqp—dq

» Definicao formal das proposicdes.
> Casos atémicos: proposicdes indivisiveis («estd a chover).
» Casos estruturados:

negacdo «ndo estd a chovem.
conjuncado «esta a chover e a fazer soh
disjuncdo «estd a chover ou a fazer soh
implicacdo «se estd a fazer sol entdo ndo esta a chover.

v

N3o estamos ainda interessados no valor booleano duma
proposicao.
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Definicdo (Proposicdo)

Uma proposicao é uma expressao que resulta exclusivamente de
um dos seguintes casos:
» Uma proposicdo atémica (ou letra proposicional),
a,b,....,p.q,..., X, Y, 2z
» A negacdo, —p, de uma proposicao.
> A conjuncao, p /\ g, disjuncado, p V ¢, ou implicacao,
p — q, de duas proposicoes.

N.B. Usam-se paréntesis e as precedéncias comuns para interpretar
expressbes como —~a — bV (¢ A d).
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Exemplos de Proposicdes c', DEEVORA

a representa «Estd a chover.

b representa «O ndmero cinco é pam.

c representa «Coimbra fica em Portugaly.

—a: «N3go esta a chover.

—b: «O ndmero cinco ndo é pam.

—c: «E falso que Coimbra fique em Portugal.
——a: «E falso que ndo estd a chover.

a/\'b: «Esta a chover e o niimero cinco é pam.
a/\—a: «Estd a chover e ndo esta a chover.
a/\ a: «Estd a chover e esta a chover.

VVVyVvVVyVVYVYyYVYYVYY

a/A—b Ac: “Estd a chover mas o niimero cinco n3o é par. Além
disso, Coimbra fica em Portugal”.
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Exemplos de Proposicées (cont.) cB?‘¥5§§LDADE

aV b: «Esta a chover ou o niimero cinco é pam.
aV —a: «Ou estd ou ndo estd a chover.

aV a: «Esta a chover ou esta a chover».

aV (—bAc):

«Ou estd a chover ou o nimero cinco n3o é par e Coimbra fica em Portugal».
Na notacdo formal ndo ha a ambiguidade da escrita natural.

vvyyvyy

a — b: «Se estd a chover ent3o o niimero cinco é pam .
a — —a: «Estd a chover, portanto n3o esta a choven.
a — a: «Como esta a chover também esta a choven.

b — —c: «Coimbra ndo esta em Portugal porque cinco é pam.

vvYyyvyy

penso — existo: «Se penso, existon
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Observacdes .'b unyERsIoADE

» Erros sintaticos: p A/A\q, q—/A, ...
> a VDb representa a, b ou ambos.

» N3o sdo proposicdes: perguntas, «O café esta frio? e
imperativos, «Correly.
» Coloquialismos:
P> «a excepto se by, «a a ndo ser que by: a\V'b
«chove, excepto quando (se) faz soly;
«chove a ndo ser que faca soh.
Um caso é alternativo ao outro. Sempre que n3o se da um,
é certo que se da o outro.
» «b porque a», «quando a também by ou «b sempre que a»:
a—b.
«quando faz sol também passeion;
«passeio sempre que faz soly. Se fizer sol, é certo que passeio.
Mas, além disso, também posso passear sem que faca sol.
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Outros Conectivos c RS

ﬂ/\TTﬁ
vV — 1 |V

» Os simbolos —, /A, V, — designam-se conectivos pois
conectam (ligam) proposicdes mais simples.

» A definicdo de proposicdo exclui certos conectivos comuns,
como 1,1, e V.

> Mais tarde estas «operacGes», e outras, serdo introduzidas,
como abreviaturas de proposicoes definidas apenas com
= /A\,Ve—.

» E possivel dispensar quase todos os conectivos e «comecam
apenas com, por exemplo =,V ou mesmo sé com A (a/\b é
«equivalentey a —(a /\'b)).
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Deducdo Natural c', OE EvORA

HED

Uma Grande Descoberta (dos filésofos Gregos!)

Algumas consequéncias resultam apenas da sintaxe das
proposicoes e o assunto tratado é irrelevante.

Objetivo

Usar regras para deduzir consequéncias de certas hipoteses.

Que regras relacionam as consequéncias com a «forma» das
hipéteses?
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Tipos de Regras de Deducio QBE‘E'V%?LDADE

HED

A hipétese, H, é um conjunto de proposicdes.

v

> A conclusao, p, é uma proposicao.

> As proposicdes sdo expressoes construidas com letras e
conectivos — As regras dizem respeito aos conectivos e sao
de dois tipos: introducdo ou eliminac3o.

P> A aplicacdo de vérias regras produz uma prova.

> A notacdo H F p indica que existe uma prova com hipéteses
H e conclusdo p.
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Eliminacdo da Conjuncio c', OE EvORA

Definicdo (Eliminacdo da Conjuncdo)

Eliminacdo da conjuncdo (esquerda) A1~ :p A gk p ou

p/\q

(A7)
Eliminacdo da conjuncdo (direita) Ao~ :p/AqF qou

pP/Aq

(N27) .
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Exemplo: Eliminacdo da Conjuncio cBE‘¥5§§LDADE

Como
1. fazsol Avou apraia H

2. faz sol AN

escreve-se
faz sol /\ vou a praia - faz sol

isto é, faz sol é consequéncia da hipétese faz sol /\ vou a praia.
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Introduc3do da Conjuncio c OE EvORA

Definicdo (Introducdo da Conjuncio)

AT {p.qtFpAg
ou

P 4
— (AT).
YA
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Exemplo: Introducdo da Conjuncio cB?‘¥53§LDADE

Como

1. faz sol H

2. vou a praia H

3. fazsolAvouapraia AT 1,2
escreve-se

{faz sol, vou a praia} - faz sol /A vou a praia

isto é, faz sol /A vou a praia é consequéncia das hipoteses
{faz sol, vou a praia}.
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Exemplo: Idempoténcia e Comutatividade

Mostre que p 4 p A p.

1. p H 1. pAp H

2. pAp AT 1,1 O 2. p A1~

Mostre que p /A q - q Ap.

1. pAq H

2. P /\17 1

3. q /\2_ 1

4. qNp AT 3,2 O

Deduc3o Natural
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Exemplo: Conjuncio c', OE EvORA

Como
1. faz sol H
2. vou a praia/\estad calor H
3. esta calor No™ 2
4. esta calor /\ faz sol AT 3,1
entao

{faz sol, vou a praia /\ esta calor} - estd calor /\ faz sol.
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Dupla Negacdo c', OE EvORA

Definicdo (Introducdo e Eliminacdo da Dupla Negac3o)

Introduc3o da dupla negacio ——* :p - —p ou

Eliminacdo da dupla negacdo =~ : —~—pF p ou

—|—\-p .
2 ().
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Eliminacdo da Implicacio c OE EvORA

Definicdo (Eliminacdo da Implicacdo, Modus Ponens)

=" ouMP:{p,p—>qltq

ou
P P4

— ou MP) .
=3 (o ou M)
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Sobre o Modus Ponens cBE‘¥5§§LDADE

1. «esta frio.»
2. «se esta frio, levo cachecol.»
3. portanto, «levo cachecol.»

Formalmente:

1. esta frio
2. estd frio — levo cachecol
3. levo cachecol
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Exercicio: Cadeia de Implicacoes "’ UNIVERSIDADE

DE EVORA

Mostre que p,p = q,q —> THE .

1. p H

2. p—q H

3. g—r H

4. ¢ MP 1,2

5. r MP 4,3 O]
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Introduc3o da Implicacdo c', OE EvORA

Definicdo (Introducdo da Implicagdo)

ou
p H
q
T
P—q ( )

As notagdes [---] e [--- | definem uma sub-prova com hipéteses
locais, que n3o sdo validas fora dessa sub-prova — isto é, as
hipoteses locais duma sub-prova sdo descartadas com a
aplicacdo da regra.
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Exercicio: Cadeia de Implicacées Il cB?‘¥52§LDADE

Mostre que p - q,q = THp = .
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Exercicio: Cadeia de Implicacées Il QBE‘!@EPADE

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
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Exercicio: Cadeia de ImplicacGes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
2. g—7v H

Deduc3o Natural
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DE EVORA

Exercicio: Cadeia de ImplicacGes Il "’ UNIVERSIDADE

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
2. gq—1 H
3. p H
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DE EVORA

Exercicio: Cadeia de ImplicacGes Il "’ UNIVERSIDADE

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
2. g—7v H
3. p H
4. ¢ MP 3,1
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Exercicio: Cadeia de ImplicacGes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
2. g—7v H
3.0p H
4. ¢ MP 3,1
5. T MP 4,2
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Exercicio: Cadeia de ImplicacGes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H

2. g—7v H

3.p H (6)
4. q MP 3,1
5. 1 MP 4,2
6. p—~1r —t 3-5

Deduc3o Natural
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Exercicio: Cadeia de Implicacées Il cBE‘¥52§LDADE

Mostre que p - q,q = THp = .

1.

p—+q H
q—T

P
q

T

+HR

—
(=)}

S A

LIEE ==

p—T

Wl w
|
o
[

Mostre que p = g+ (g — 1) = (p — 7).

Deduc3o Natural
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Exercicio: Cadeia de Implicacoes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1.

p—+q H
q—

P

T

S A

H
H
q M
M
%

p—T

Mostre que p = g+ (g — 1) = (p — 7).

1. p—gq

H
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Exercicio: Cadeia de Implicacoes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1.

p—+q H
q—

P

T

S A

H
H
q M
M
%

p—T

Deduc3o Natural
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Exercicio: Cadeia de Implicacoes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
q—

P

T

S A

H
H
q M
M
%

p—T

1. p—=gq H
29T Hoo o
3. 0p H

Deduc3o Natural
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Exercicio: Cadeia de Implicacoes Il

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H

2. gq—=r H

3. p H (6)

4. q MP 3,1

5 1 MP 4,2

6. p—>r —T 3-—5 O

Mostre que p = g+ (g — 1) = (p — 7).

1. p—=gq H
2. q—r7 H
3 p H
4. q MP 3,1

Deduc3o Natural
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Exercicio: Cadeia de Implicacées Il cBE‘¥5§§LDADE

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H

2. gq—=r H

3. p H (6)

4. q MP 3,1

5 1 MP 4,2

6. p—>r —T 3-—5 O

Mostre que p = g+ (g — 1) = (p — 7).
1. p—=gq H
2. q—r7 H
3 p H

4. q MP 3,1
5 MP 4,2
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Exercicio: Cadeia de Implicacoes Il

v UNIVERSIDADE
DE EVORA

Mostre que p - q,q = THp = .
1. p—=q H
2. gq—=r H
3. p H (6)
4. q MP 3,1
5. r MP 4,2
6. p—>r —T 3-—5 O
Mostre que p = g+ (g — 1) = (p — 7).
1. p—=gq H
2. q—r7 H
3 p H (6)
4. q MP 3,1
5 r MP 4,2
6. poT -+t 3-5

Deduc3o Natural
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Exercicio: Cadeia de Implicacées Il cB?‘¥5§§LDADE

Mostre que p - q,q = THp = .

1. p—=q H
2. gq—=r H
3. p H (6)
4. q MP 3,1
5 1 MP 4,2
6. p—~1r —t 3-5 O
Mostre que p = g+ (g — 1) = (p — 7).
1. p—=gq H
2. q—or H (7)
3 p H (6)
4. ¢ MP 3,1
5 MP 4,2
6. p—>T —-F 3—-5
7. (gq=7v)—=>@pP-—->r) =T 2-6 O]
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Introduc3o da Disjuncio c', OE EvORA

Definicdo (Introducdo da Disjunc3o)

Introducdo da disjuncdo (esquerda) V1T :pFpV q ou

P
pvg 1)

Introducdo da disjuncdo (direita) Vot :qFpV q ou
A .
— (V27).
g V27)
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Eliminacdo da Disjuncio cBE‘¥5ESLDADE

Definicdo (Eliminacdo da Disjuncdo)

ou
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).
L (PV@APVT H

13. pVI(qAT)

Deduc3o Natural

M

UNIVERSIDADE
DE EVORA

32/96



Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

1L (pV@A(pVT) H
2. pVq AT 1

13. pVI(qAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva cBE‘¥52§LDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).
L (PV@APVT H

2. pVgq AS !
3.7 H lo caso de 2
13. pVI(qAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva QBE‘E'V%SLDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

il

13.

(PVaA(pVT) H

p\/q /\1_ 1

P H 1o caso de 2
pVI(qgAT) Vit 3

pVI(gAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva cBE‘¥5EELDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

L (pVqA(pVr) H
2. pVgq VAR |

3.7 H lo caso de 2
4. pV(qAr) Vit 3

5 q H 20 caso de 2
13. pVI(gAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva cBE‘¥5EELDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

L (pVqA(pVr) H
2. pVgq VAR |

3.7 H lo caso de 2
4. pV(qAr) Vit 3

5 q H 20 caso de 2
6. pVr N~ 1

13. pVI(gAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

13.

Nogor~wb=

(pVaAlpVr)
PV

P

pVI(qAT)

g
pVr

P

pVI(qAT)

Deduc3o Natural

H
AT 1
H
Vitoo3
H
AV
H

v UNIVERSIDADE
DE EVORA
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lo caso de 6
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva Q,BE‘¥5ESLDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

L (pVa APV H
2. pVgq VAR |

3.7 H lo caso de 2
4. pV(qAr) Vit 3

5 q H 20 caso de 2
6. pVr N~ 1

7. P H lo caso de 6
8. pVI(qAT) Vit 7

13. pVI(gAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

13.

LCoOoNORE WD

(pVaAlpVr)
PV

P

pVI(qAT)

g
pVr

P
pVI(qAT)
T

pVI(qAT)

Deduc3o Natural

H
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H
Vit
H
AV
H
Vit
H

~

M

1o caso de 2
20 caso de 2
lo caso de 6

20 caso de 6
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva cEE‘¥5§§LDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

h;
CLooNR LN

13.

(PVaApVr)
PV

P

pVI(qAT)

q

pVr

P
pVI(qAT)
T

gqAT

pVI(qAT)

Deduc3o Natural

H

AV |

H lo caso de 2
Vito3

H 20 caso de 2
AV

H lo caso de 6
Vit 7

H 20 caso de 6
AT 59
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva cEE‘¥5§§LDADE

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

==

,_.
w

FoLwooNOoO kWD

(PVaA(pVT) H

p\/q /\1_ 1

P H 1o caso de 2
pVI(qgAT) Vit o3

q H 20 caso de 2
pVvVr N~ 1

P H lo caso de 6
pVI(qAT) Vit 7

T H 20 caso de 6
qAT AT 5,0

pVI(qAT) VLT 10

pVI(gAT)
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

NS W=

(PVaA(pVT) H

p\/q /\1_ 1

P H
pVI(qgAT) Vit o3

q H

pVr N~ 1

p H (12
PV I(qAT) Vit 7

T H (12)
qAT AT 5,0
pVI(qAT) Vot 10
pVI(gAT) VT 6,7-8,9-11
pVI(gAT)

V7 ipVaqlpkrtl lgktbr

Deduc3o Natural

M
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20 caso de 2
lo caso de 6

20 caso de 6
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Exercicio: (Semi-)Propriedade Distributiva

Mostre que (pV g) A (pVT)FpV (gAT).

NS W=

(PVa) APV H

p\/q /\1_ 1

P H (13)
pVI(gAT) Vit 3

q H (13)

pVvVr N~ 1

P H (12
pVI(qAT) Vit 7

T H (12)

qAT AT 5,0
pVI(qQAT) Vo' o1

pVI(gAT) VT 6,7—8,9—11
pVI(qAT) VT 2,3—45-12

V7 ipVaqlpkrtl lgktbr

Deduc3o Natural
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Introducdo da Negacdo c', OE EvORA

Definicdo (Introducdo da Negac3o)

ou
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Sobre a Contradicao c', OE EvORA

Definicdo (Contradic3o)

» Qualquer proposicdo da forma p /A —p é uma contradicao.

P Usa-se o simbolo | para representar contradicoes.

A regra =t pode ser re-escrita {[p - J_]} F—p ou

p H

L

(=)

N3o é evidente (por enquanto) que esta definicdo de L seja legitimal!

—p

Porque é que ndo depende de p? O L de p/A—p é o0 mesmo de q/\—q?

Deduc3o Natural 35/96



Contradigéo "D EE‘E'V%:‘ADADE

Definicdo (Introducdo e Eliminacdo da Contradicdo)

Introducdo da contradicdo L* :{p,—p}+ L ou
P P +
— (L7).
P (1)
Eliminacdo da contradicdo L~ : L Fp ou

- (L)

P

N.B. Pode ser escolhida qualquer proposicao p nestes enunciados.
Isto é, de uma contradicdo é sempre possivel provar qualquer
proposicao.
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Introduc3o de Teses c OE EvORA

Definicdo (Introducdo de Teses)

T :{(H+Fpl,H} Fp

ou

, (T).

N.B. Esta regra permite usar provas anteriores como regras. Se
previamente foi provado que H F p e na prova actual ocorrem
todas as hipdteses de H entdo p € uma concluséo.
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Tabela de Regras

v UNIVERSIDADE
DE EVORA

A1~ pPAq Fp
Ao~ PAq Fq | AT P.qg FpAg
— | —p Fp [ "] p F—p
MP | pp—d Fa| =" [pFq Fp—g
VT [pValpkrl gkt Fr | Vi7" p FpVg
Vot qg FpVg
| [ —F 1 pHL Fop
1] L Fp L7 ] pp FL
\ | TF |HEpl,H Fp

Deduc3o Natural
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Sobre as Regras Derivadas cBE‘¥5§§LDADE

» Certas regras facilitam e reduzem significativamente o nimero
de passos numa prova.

» E necessario demonstrar que as regras novas resultam das
anteriores.

> Também as regras anteriores sao redundantes: algumas
resultam das restantes.
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Modus Tollens \

Definicdo (Modus Tollens)

MT:p — q,—qF —p ou

P79 79 .

—p
Demonstracao.

1. p—q H

2. —q H

3. p H (6) B
4. ¢ MP 1,3

5. 1 1t 4,2

6. —P -t 3-—5
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Reduc3o ao Absurdo c OE EvORA

Definicdo (Redugdo ao Absurdo)

RA:[-pF L]Fpou

1
(RA)
P

1. - p—1 H

2. —p H 4)

3. L MP 1,2 O
4. ——p =t 2=3

5 p —-— 4
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Terceiro Excluido

Definicdo (Terceiro Excluido)

TE:+-pV —p ou

pVvV—p
Demonstracao.

L. —=(pVvV—p) H (8)
2. p H (5)
3. pV—p Vvitooo2

4. L 1+t 1,3
5 —p =i 2—4
6. pV-—p Vo 5

7. L 1t 1,6
8. ——(pV-—-p) —F 1-—7
9. pV-—p —-—- 8

Deduc3o Natural
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Exemplos: Regras Derivadas c', OE EvORA

A regra =" :p = —=—p como resultado de 1. —, LT,
Como

P H

p H (4

1L 1t 1,2

-—p 1= 2-3

BN =

entdo p = ——p. Isto é,
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Consequéncia Sintatica c', DEEVORA

HED

» Uma regra, R, especifica como certas hipéteses, H, produzem
uma determinada conclusdo, p:

— (R).
P

» Encadeando vérias regras obtém-se uma prova, representada por
1. P1 Rl I_l
n. pn Ry Ln
> A relac3o entre as hipéteses nao descartadas, H, e a conclusao
na altima linha, p, é representada por H i~ p e diz-se que p é

consequéncia sintatica de H.
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Semantica Proposicional c', DEEVORA

vip) vEp HEPD

Associar valores booleanos v, f a proposicoes.

> As regras da derivacdo natural usam apenas a sintaxe das
proposicdes, e permitem definir/afirmar se uma conclusdo p é
derivada de certas hipéteses H: H - p.

» HF p nao é booleana no sentido em que nao depende dos
valores v, f de H e de p.
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Valorac;éo "D BE\Eygg:LDADE

v(p)

Definicdo (Valoragdo)

Uma valoracdo é uma funcdo que associa um valor booleano, v ou £, a
cada proposicdo, de forma que:

Atomo E definido explicitamente para cada atomo.

Conectivo Cada caso —p,p/\q,p V q,p — q resulta da tabela

P q|-p|pAd|pValp—g
v v f v v v
v f f f v f
f v v f v v
f f v £ f v
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Exemplo: Valoracées c', OE EvORA

Exemplo (Valoracdes)
Sejam p, q duas proposi¢des atédmicas.

> Sev(p)=v,v(q) =W

v(-p)=£ vimq)=£f v(pAq)=v
vipVq)=v vip—=q)=v v(p—>—q) =1

> Sev(p)==£,v(q) =w:

v(ep)=v  v(mq)=£f vipAg)=f
vipVg)=v vip—=q)=v vip—>—q)=v

O valor booleano de uma proposicao depende apenas dos valores
booleanos dos atomos que ocorrem nessa proposicao.
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Consisténcia da Definicdo de L QBE‘E'V%?LDADE

» Previamente L foi definido como uma «representacion de
p/A—p.

» Ent3o foi questionado se o L que representa p /\ —p serd o
mesmo que representa, por exemplo, g A —q.

> Na tabela de p /A —p todas as linhas sao f, tal como serdo
emq/A\—q...

P> .. .ou em qualquer outra proposicao que resulte de substituir
p em p/\A—p, como (pVr)A(—=r/\—p) por exemplo.

Isto é, | é «sempre £». Analogamente, T é «sempre v».
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Modelos de Proposicdes c', OE EvORA

vEp vEH

Definicdo (Modelo)

» Seja p uma proposicdo. Um modelo de p é uma valoracdo v
tal que v(p) = v. Nesse caso escreve-se v = p.

» Se H for um conjunto de proposicées, um modelo de H é um
modelo de todos os seus elementos: vi=H se es6éseviEh
para cada h € H.
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Tipos de Proposicées c', DEEVORA

Definicdo (Tipos de Proposicdes)
Uma proposicdo p é:
Compativel se tem algum modelo:
existe v tal que v = p.

Valida ou Tautologia se qualquer valoracdo é modelo:
para qualquer v, v = p.

Contigente se tem um modelo e uma refutacdo:
existem u, Vv tais que uf=p e v F~ p.

Contradicdo ou Incompativel se ndo tem modelos:
para qualquer v, v |~ p.
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Exemplo: Tipos de Proposicdes cBE‘¥5ESLDADE

Exemplo (Tipos de proposicdes)

Compativel pV q,p,p = 1,9V —p.
Vélida pV—p,(pAq) = q,p— (q—p).
Contigente p,p/Aq,p V q.
Contradicdo p A—p,pA(p ——p).(p/A\q) = —q.
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Introd U(;éO "D gg\ggg:\ADADE

HEp

Objectivo

Determinar se a proposicdo p é verdadeira supondo que sdo
verdadeiras certas hipoteses H.

Mais concretamente, pretende-se relacionar os valores booleanos
das hipoteses com os da conclusao.
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Deﬁnigéo "D BE\Eygg:LDADE

HEp

Definicdo (Consequéncia semantica)

Sejam H um conjunto de proposicdes e p uma proposicdo. Diz-se
que p é consequéncia semantica de H e escreve-se H = p se
qualquer modelo de H também é modelo de p:

v E HimplicavEp

» H }~ p: existe um modelo de H falso em p.
» Para que H |= p é necessario que, para cada valoracao v,

se Vh e H,v=hentdo v = p.
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DE EVORA

Exemplos " UNIVERSIDADE

Exemplo

» {p, q} = p porque qualquer modelo de {p, q} também é modelo de
p: se v = {p, q} entdo v = p.

> {p,q} =p /A q porque qualquer modelo de {p, q} também é modelo
de p e de q. De acordo com as regras das valoracdes também
tem de ser modelo de p /\ q.

» {p} =pV g porque se uma valoracdo modelo de p, de acordo com
as regras das valoracdes, também é modelo de p V q.

» {p/Aq}EpV q porque um modelo de p A g, de acordo com as
regras das valoragdes, tem de ser modelo de p e de q. Portanto
também é modelo de p V q.
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Exemplos ” " UNIVERSIDADE

DE EVORA

Exemplo
> {pV q}#~ p/\q porque com a valoracdo v(p) = v; v(q) = £ temos
vEpVgmasvEpAqg.

» {p, —p} E q porque as hipdteses ndo tém qualquer modelo. Existe
um modelo de H que nédo é de q?—Nao.

» —p Ep — q porque se v(—p) = v entdo v(p) = £. Entdo, de
acordo com as regras das valoracdes, também v(p — q) = v
independentemente de v(q).

» = p\V —p porque para qualquer valoracdo v ou v(p) = v ou
v(—p) = v (exercicio: porqué?). Portanto v(p V —p) = v.
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Equivaléncia Semantica

Definicdo (Equivaléncia Semantica)

v UNIVERSIDADE
DE EVORA

Duas proposicdes p, q sdo equivalentes se p = q e q = p. Nesse

Caso escreve-se p = (.

‘ﬁa b a—b —b——a

Exemplo
a b
v v f v
v £ f v f
f v f \'%
f £ v v \%

» —aEFa—>bmasa— b —al
> a—-b=—-b——a

Semantica

A%

f
A\
v
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Sobre a Equivaléncia Semantica cBE‘¥5§§LDADE

» O simbolo = n3o é um conectivo légico, ao contrério de
AV, —.

> |Isto é, se p, q forem proposicées p = q ndo é uma proposicao
enquanto que p/ A q,pV q,p — q sado.

> Analogamente 2 < 3 n3o é um nlimero mas 2+ 3, 2 — 3,
2 x3e?2+3sado.
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Exemplo: Leis de De Morgan e outras cEE‘¥5§§LDADE

“(pV4q=—pA—q —“(pAq)=—pV—q
PVAAT=PATIVQAT) (PAQVT=([pPVT)IA(QVT)
p—=q="pVgdg P—=>q="q—="p
pVp=p PAP=DP
p—=p=T pop=T
p—L=-p —~(p+ q)=pVq

pV-Pp=T pA—p=1

Semantica 64/96



Consequéncia e Implicacdo c DEEVORA

HEphEp/Eh—p
HFp hFplFh—p

Teorema

Sejam H ={hy, ..., hn} um conjunto de proposicées,
h=h; /A---/ANhn ep uma proposicdo. Entio:

» HEpseesésehl=p seesésel=h—p.
> H-pseesésehlp seeséset-h—p.

Demonstracao.

Exercicio. [
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Completude e Seguranca c', OE EvORA

HEp HEp

Teorema (Completude e Seguranca)

Seja H um conjunto de proposicées e p uma proposicdo. Entido
HEp seesése HIE p.

Completude Se |= p entdo I p: qualquer proposicdo valida é um
teorema.

Seguranca Se F p entdo = p: qualquer teorema é valido.

Na légica proposicional todas as verdades podem ser demonstradas
e todos os teoremas s3o verdadeiros.
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Conectivos Derivados c', TR

Definicdo (Conectivos derivados)

Sejam p, q duas proposicoes.
equivaléncia p <> q abrevia (p — q) A\ (q — p).
ou exclusivo p ® q abrevia = (p + q).
nand p 1 q abrevia — (p /A q).
nor p | q abrevia — (p V q).
tautologia T abrevia —_L.
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UNIVERSIDADE

Légica Proposicional, Computacao e Informéticac',mvom

» Como podem contribuir a Computacdo e a Informética para a
Légica Proposicional?
» Algoritmos para (ajudar a) descobrir se uma proposicdo é um
teorema, valida ou compativel.

» Como pode a Légica Proposicional contribuir para a
Computacdo e para a Informatica?

> Linguagem para descrever processos, estados, erros, etc.
> Métodos para detetar e lidar com essas situacdes.
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DE EVORA

ObjeCtiVOS c UNIVERSIDADE

» Simplificar a linguagem ldgica, descartando a necessidade do
conectivo —.

» Normalizar a estrutura das proposicoes.

» Usufruir da normalizac3o e simplificacdo.
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Deﬁnigéo "D BE\Eygg:LDADE

Definicdo (Formas Normais)

literal Uma literal é uma proposicdo atémica ou a negacao
de uma proposicdo atémica.

FND Qualquer proposicdo p é equivalente a uma
proposicdo na forma normal disjuntiva (FND):
\/i/\j cij em que cada cij é uma literal.

FNC Qualquer proposicdo p é equivalente a uma
proposicdo na forma normal conjuntiva (FNC):
/\i\/j cij em que cada cij é uma literal.
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Calculo da Forma Normal Disjuntiva (\ AT

Vi cij

P alqeop| Acy L
v v f
v f v pA—q L
f v v -pAq L3
f £ f

Obtemos
go-p=\/Ac
=L, VI3
=(PA~q)V(mpAq)
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Calculo da Forma Normal Conjuntiva \

AV ey

P qlgep| Vg L
v v f -pV—q L
v f v
f v v
f f f pVq L

Obtemos

=(pV—-qA(PpVq)
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Completude Funcional c', DEEVORA

Teorema (Completude Funcional)

Qualquer funcido booleana pode ser representada por uma
proposicdo usando apenas os conectivos —, \V e /\.

Demonstrac3o.

Basta aplicar a calculo da FNC ou da FND a tabela da funcdo. [
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Exemplo

M

Encontrar uma proposicao que descreveva uma dada funcao

booleana.
x y z|f(lxyz) L; L
v v v v x Ay /Az xV-yV-z
v v f f xAy/AN\—z xV-yVz
v f v f xAN—yAz xVyV-—z
v f £ v x Ay A—z xVyVz
f v v v ~xAy/ANz xV-yV-—z
f v f v —xAy/N\—z xV-yVz
f f v f ~xA—yAz xVyV-—z
f £ £ f xAN—yA—z xVyVz
Portanto:

=FND

fix,y,z) = (x \NyAz)VxA—-yA\—-z)V

(xAyAz)V (—~xA\y/A—z)

Computacio

UNIVERSIDADE
DE EVORA
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Solubilidade "P gg\é/\sg:\ADADE

Que problemas podem ser resolvidos
algoritmicamente?

» Muitos problemas numéricos, por exemplo.
» Ordenac3o, Criptografia, Programac3o Linear, etc

» E na Légica?
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Problemas e Instancias em Geral cEE‘¥5§§LDADE

Definicdo (Problema, Instancia)

Um problema é um conjunto de pares (insténcia, resposta).
Resolver Consiste em calcular a resposta a partir da instancia.

Decidir A resposta é boolena («sim» ou «ndo).

» O problema da resolucdo da divisdo tem instancias (a, b) e consiste
em calcular c tal que c = a+b.

» O problema da decisdo da divisdo tem instancias (a, b, ¢) e consiste
em testarsec = a - b.
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Problemas da Légica Proposicional cEE‘¥5§§LDADE

Satisfacdo Decidir se uma proposicdo p tem um modelo.

Instancias Proposicées.
Pergunta Existe uma valoragdo v tal que v = p?

Validade Decidir se uma proposicao p é vélida.
Instancias Proposicées.
Pergunta Para cada valoracdo v, v = p?
Provabilidade Decidir se uma proposicdo p tem uma prova.

Instancias Proposices.
Pergunta Existe uma prova de p, isto é, - p?
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O Problema da Satisfacdo (SAT) QBE‘E'V%?LDADE

Existe uma valoracao v tal que

v Ep?

» E facil fazer um algoritmo para resolver a este problema —
Dada uma proposigdo p, listar e testar as valoragdes
relevantes; parar quando se encontrar um modelo (v) ou se se
esgotarem as valoragdes (f).

P Pode ser necessério testar todas as valoracdes relevantes.

> Se p tem m atomos ha 2™ valoracdes relevantes —
exponencial.

» Este algoritmo ndo é eficiente.

Existe um algoritmo «eficientey para resolver SAT? Ainda
ninguém sabe! Quem resolver SAT tem Fama, Fortuna &
Gléria Instantdneas, Universais & Eternas & etc. e tal.
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O Interesse do Problema da Satisfacao cB?‘¥53§LDADE

Uma proposicdo p pode descrever um sistema complexo:

>

vyVvVvyvyvVvYvYyVvy

Um automével.

Um foguet3o.

Uma central nuclear.

A economia de um pais.
O clima de um planeta.
Um ser vivo.

A ecologia de uma regido.

O funcionamento de um programa.

> ..

Um modelo v = p, descreve as condicdes para atingir um
objetivo e/ou as consequéncias de uma acéo.

Computacio 82/96



Os Problemas do Problema da Satisfacao cBE‘¥5§§LDADE

» Embora sejam conhecidos algoritmos que resolvem
rapidamente problemas SAT com dezenas de milhar de
variaveis, a complexidade computacional é desconhecida no
caso geral.

> SAT é NP-completo. Isto significa que pode ser decidido em
tempo polinomial e ser usado para resolver vérios problemas
de otimizac3do, desenho de circuitos, inteligéncia artificial, etc.

P> A linguagem da logica proposicional ndo descrimina objetos
de um dominio nem como estes se relacionam — portanto
SAT sofre também desta limitac3o.
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Os Outros Problemas c TR

» A validade é equivalente a provabilidade, porque = p se e s6
se - p.

> A satisfacdo é equivalente a validade, porque se n3o existe v
tal que v = p (p é uma contradicdo) entdo para qualquer v,
v E —p (—p é vélida).

Problemas Equivalentes

Intuitivamente dois problemas A e B s3o equivalentes se um
algoritmo para resolver A pode ser facilmente adaptado para
resolver B e vice-versa.
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Regra da Resolucdo c', OE EvORA

Definicdo (Regra da Resoluc3o)

R: {aVe,bV—ctFaVbou

aVec bV-—c
aVb

Exercicio. Derive a regra da resolucao.

(11\/-‘-\/0]\]\/ Cl\/‘-‘\/CK bl\/\/bM\/ a\/\/a

al\/~~\/aN\/b1\/--~\/bM

No limite {c,—~c}+ L.
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Algoritmo de Resolucio c', OE EvORA

One Ring to bring them all and in the darkness bind them

Com as proposicoes escritas na FNC a regra da resolucao pode
substituir todas as outras.

Definicdo (Algoritmo de Resolucdo - Prova por refutacao)

Para se verificar se HF p com a regra da resolucao:
1. Convertem-se todas as proposicdes de H e —p para a forma
normal conjuntiva.
2. Verifica-se se {H, =p} F L por aplicacdes sucessivas da

resolucdo.
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O Labirinto do Minotauro QBE‘E'V%?LDADE

>

>

O labirinto consiste numa rede de salas ligadas por corredores.

Algures no labirinto estd o Minotauro, M, que devora quem entrar
nessa sala.

O Minotauro pode ser morto por Teseu, T, que tem uma tnica
seta e perceciona apenas a sala em que se encontra.

Algumas salas tém um poco, P, onde, exceto o minotauro, cai
quem entra.

Numa dnica sala esta Ariadne, A, que Teseu procura.
Nas salas adjacentes ao Minotauro fede, f.

Nas salas adjacentes aos pocos sente-se uma brisa, b.

N.B. «Adjacenten exclui as diagonais.
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Formalizacao

f b
P
my;
f b b

M A = fi;
£ b Pi]
bi;
T| °lp| P W

A base de conhecimento inicial de Teseu,

na sala em que esta:

v UNIVERSIDADE
DE EVORA

o Minotauro estd na sala ij.

; fede na sala ij.

. estd um poco na sala ij.
; estd uma brisa na sala ij.
; Teseu estd na sala ij.

; Ariadne esta na sala 1ij.

admitindo que «detetay tudo

tin A —my A —pyyp A—agg A—fig A—bpA
fi1 < (M2 Vmo) Afig & (M Vma Vmgg) A=A
bi1 <> (P12 V po1) Ab12 ¢ (P11 VP Vpiz) A A
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Exercicios .'P unyeRsIDADE

Use os predicados atémicos myj, fij, Pij bij, tij, aij e
1. Deduza —mp; por Teseu. Também pode deduzir —az;?

2. Descreva, numa proposicdo, a sala 32 do exemplo anterior.
3. Suponha que o labirinto tem apenas 2 x 2 salas e formalize:

3.1 Existe apenas um minotauro no labirinto.

3.2 Existe apenas um poco no labirinto.

3.3 Existem dois pocos no labirinto.

3.4 O minotauro estd na mesma sala que Ariadne.

3.5 O minotauro estd numa sala diferente de Ariadne.

3.6 Teseu estd na mesma linha que o minotauro.

3.7 Ariadne estd na mesma coluna que Teseu.

3.8 Teseu estd numa sala adjacente a Ariadne.

4. Porque n3o consegue formalizar
«Cada sala tem quanto muito um pogcon? E se for possivel
existirem dois pocos na mesma sala?
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DE EVORA

Exemplo de Dedugﬁo .'P UNIVERSIDADE

Quando Teseu passa da sala 12, onde n3o

lfT) ha um poco, para a sala 11, deteta uma
brisa. Conclui entdo que had um poco na
11_b |2 sala 21, ainda nao visitada.
T° | %P)

1. Transcrever a regra das brisas, b1; <> (p1p V py1), para a FNC:
(—b11 V p12 V p2r) A (—p12 V b11) A (—pap V b1a) .

2. Listar as proposicdes relevantes, incluindo:
» O poco n3o estd em 12: —p;5,.
P> Sente-se uma brisa em 11: by;.
» A negac3o da tese: —py;.

3. Aplicar a resolucdo:

—b11 V p1a Vpy b11

P12 V P
P21

P12

P21

1
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Sintaxe — Proposicdes
Deducao Natural
Semantica
Computacdo

llustracao

Conclusdo



Computacdo e Complexidade c', DEEVORA

» Qual o efeito do niimero de proposicoes no algoritmo da
resolucao?

» Qual o efeito do niimero de dtomos em SAT?

> P 2 NP, resolver vs. decidir.

Resolver Qual é o nimero x que multiplicado por 7 da
567
Decidir O resultado de multiplicar 8 por 7 é 567
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Expressividade c DEEVORA

» No Labirinto do Minotauro, como descrever umo labirinto
com n X m salas?

» Em geral, quantas regras sdo necessarias?
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Objetos e Relagdes (antevisao) cBE‘¥52§LDADE

» Minotauro(12).
> Vx Brisa(x) <> 3y Adjacente(x, y) /\ Poco(y).
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